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Obiectivele proiectului:

• Ob1. Construirea unui model algebric colectiv bazat pe o metoda generalizata pentru re-

zolvarea Hamiltonianului Bohr cu cel mai general potential in variabilele de forma ce per-

mite minime multiple in deformare.

• Ob2. Dezvolatrea unor modele exact solubile bazate pe solutii parametrizate ale Hamilto-

nianului Bohr cu potentiale dependente de energie, pentru o descriere complet geometrica

a coexistentei de forme in nuclee pozitionate in apropierea paturilor protonice si neutronice

inchise Z,N=50.

Rezultate estimate:

• Ob1. O descriere consistenta a tranzitiilor de faza in forma nucleara asupra unor regiuni

extinse de nuclee si identificarea de noi nuclee drept puncte critice. (4 lucrari)

• Ob2. O generalizare a modelelor asimptotice pentru potentiale dependente de energie cu

scopul descrierii unui tip special de coexistenta a formelor nucleare. (2 lucrari)

Livrabile totale propuse: 6 lucrari in reviste indexate ISI si participarea la 5 conferinte inter-

nationale.

1. Pentru realizarea primului obiectiv al etapei am pornit cu expresia generalǎ a Hamiltonian-

ului Bohr:
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care este unealta tradiţionalǎ pentru studierea mişcǎrii nucleare colective asociate gradelor de

libertate cvadrupolare. Existǎ indicii experimentale ale unei separǎri adiabatice dintre fluctuaţiile

lui β şi excitaţiile cuplate ale variabilei γ şi a unghiurilor Euler. Astfel de condiţii colective pot fi

modelate cu ajutorul unei forme separate pentru potenţial:

v(β, γ) = u(β) +
u(γ)

β2
. (2)

Aproximând termenul rotaţional al Hamiltonianului Bohr conform condiţiilor pentru un nucleu
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şi mediind ecuaţia totalǎ pe funcţiile rotaţionale, se ajunge la urmǎtoarele ecuaţii pentru vari-

abilele β şi γ: [
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]
f(β) = ϵf(β), (4)[
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]
η(γ) =Wη(γ). (5)

Pentru ecuaţia variabilei γ, am considerat un potenţial standard

v(γ) = b+ v0(γ) = b+ 2c2(1− cos 3γ), (6)

modificat ı̂nsǎ de contribuţia datǎ de b care are rolul de a corecta energia de zero a excitaţiilor

variabilei γ. Aceastǎ renormare a potenţialului γ contribuie direct cu un termen centrifugal b/β2 la

ecuaţia pentru variabila β. Aplicând o aproximaţie de ordin unu tuturor funcţiilor trigonometrice

din ecuaţia (5) şi din expresia lui v0(γ) ı̂n jurul valorii γ = 0, se obţine o ecuaţie diferenţialǎ asociatǎ

unui oscilator armonic cuantic bidimensional. Soluţiile sunt imediat obţinute:

W =
L(L+ 1)−K2

3
+ 6c(nγ + 1) + b. (7)

Parametrul d este limitat inferior la −6c. Pentru valori mai mici, contribuţia centrifugalǎ totalǎ

devine atractivǎ, situaţie ce nu este acceptabilǎ din punct de vedere al mecanicii cuantice. Într-o

lucrare precedenntǎ, a fost arǎtat cǎ pentru nuclee din apropierea punctului critic al unei tranziţii

de fazǎ a formei, parametrul d este foarte apropiat de limita sa inferioarǎ. Când d = −6c, ter-

menul cinetic total al ecuaţiei ı̂n variabila β capǎtǎ o formǎ asemǎnǎtoare cu a binecunoscutului

modelX(5) al punctului critic pentru tranziţia de fazǎ ı̂n nuclee γ-stabile. Totuşi, ı̂n modelul X(5)

separarea ce conduce la aceastǎ formǎ a termenului cinetic este datoratǎ unei aproximaţii foarte

crude. Deasemenea, stǎrile benzii γ sunt calculate diferit deoarece ı̂n modelul prezent variabila γ

este ı̂ncǎ cuplatǎ la variabila β prin intermediul contribuţiei centrifugale, ı̂n timp ce ı̂n formalisme

de tipul X(5), ı̂ntreaga contribuţia γ este aditivǎ. Având ı̂n vedere cǎ fenomenul de coexistenţǎ a

formelor nucleare este inevitabil şi strâns legat de punctele critice ale tranziţiilor de fazǎ referitoare

la formǎ, ı̂n acest studiu a fost aplicat doar cazul limitǎ d = −6c.

Datoritǎ separǎrii variabilei β, acum potenţialul asociat acesteia este constrâns de simetria

modelului Bohr-Mottelson sǎ fie un polinom ı̂n β2. Cel mai simplu potenţial care poate sǎ aibǎ

simultan douǎ minime este potenţialul sextic:

v(β) = aβ2 + bβ4 + cβ6. (8)

Ecuaţia diferenţialǎ (4) pentru un astfel de potenţial are anumite proprietǎţi de scalare ce con-

duc la urmǎtoarea echivalenţǎ dintre energiile proprii pentru o anumitǎ relaţie ı̂ntre parametrii

potenţialului:

ϵβ(a, b, c) = a1/2ϵβ(1, ba−3/2, ca−2). (9)
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Astfel, pentru a determina ı̂n mod unic spectrele energetice pentru un potenţial sextic, este sufi-

cient sǎ rezolvǎm ecuaţia (4) doar pentru potenţialul:

v(β) = β2 + µβ4 + νβ6. (10)

Acest potenţial scalat are douǎ minime doar dacǎ µ < 0 şi ν > 0. Acestea sunt poziţionate ı̂n

βmin =

 0,√√
µ2−3ν−µ

3ν ,
(11)

Pentru rezolvarea ecuaţiei (4) am dezvoltat funcţia de undǎ ı̂ntr-o serie de tip Fourier-Bessel. Mai

ı̂ntâi de toate, condiţia la limitǎ obişnuitǎ

lim
β→∞

Ψ(β) = 0 (12)

este ı̂nlocuitǎ cu

Ψ(βW ) = 0, (13)

unde βW este o limitǎ finitǎ a cǎrui valoare este fixatǎ astfel ı̂ncât sǎ cuprindǎ aspectele relevante

ale problemei. Aceastǎ schimbare a condiţiei de limitǎ ne oferǎ posibilitatea de a folosi funcţii

Bessel de ordinul unu ca stǎri ale bazei de diagonalizare a ecuaţiei Schrödinger de tip radial

(4). Pentru definirea bazei ı̂nsǎ, trebuie mai ı̂ntâi rezolvatǎ problema pentru mişcarea liberǎ ı̂n

potenţialul de tip groapǎ dreptunghiularǎ a cǎrui perete infinit este poziţionat la limita finitǎ βW

menţionatǎ mai sus:

ṽ(β) =

 0, β ≤ βW

∞, β > βW .
(14)

Folosind acest potenţial ı̂n (4), se obţine urmǎtoarea ecuaţie diferenţialǎ:[
− ∂2

∂β2
− 4

β2
+
L(L+ 1)

3β2

]
Ψ̃(β) = λΨ̃(β). (15)

Soluţiile normate ale acestei ecuaţii

Ψ̃νn(β) =

√
2β−

3
2Jν(αnβ/βW )

βWJν+1(αn)
, (16)

sunt proporţionale cu funcţiile Bessel de ordin unu Jν . Argumentul ν este definit de

ν =

√
9

4
+
L(L+ 1)

3
, (17)

ı̂n timp ce αn = βWλ sunt zerourile funcţiei Bessel indexate de n = 1, 2, 3.... Aceste funcţii

sunt ortonormate şi considerate mai departe ca bazǎ de diagonalizare pentru problema iniţialǎ a

ecuaţiei (4), astfel ı̂ncât funcţia de undǎ totalǎ poate fi scrisǎ ca o dezvoltare ı̂n termeni de funcţiile

proprii (16):

ΨLk(β) =

nmax∑
n

Ak
nΨ̃νn(β), (18)
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unde k distinge soluţiile de diagonalizare, iar nmax este o dimensiune finitǎ a bazei de diago-

nalizare. Pentru a determina complet baza de diagonalizare este nevoie de fixarea atât a dimen-

siunii de trunchiere cât şi a valorii de limitǎ βW . Cea din urmǎ depinde atat de stare cât şi de

dimensiunea bazei. Existǎ ı̂nsǎ o valoare minimǎ pentru fiecare dimensiune ce satisface cerinţele

de precizie pentru o anumitǎ stare. Deasemenea valoarea minimǎ este mai mare pentru stǎri ener-

getice mai ı̂nalte. Deci mai ı̂ntǎi de toate se stabileşte o limitǎ a preciziei şi o anumitǎ dimensiune

a bazei de diagonalizare. Mai departe, valoarea de limitǎ βW se stabilişte astfel ı̂ncât prin creşterea

semnificativǎ a acesteia, energia ultimei stǎri energetice considerate ı̂n aplicaţii şi obţinute ı̂n urma

diagonalizǎrii sǎ nu se modifice mai mult decât precizia presetatǎ. Convergenţa energiilor stǎrilor

mai joase va fi astfel automat satisfǎcutǎ. Acest lucru a fost testat individual pentru fiecare stare.

Pentru calculele numerice efectuate ı̂n cadrul acestei etape a fost folositǎ o bazǎ de dimensiunea

nmax = 20 şi o precizie minimǎ de 10−7 pentru energia absolutǎ a stǎrii L = 20 din prima bandǎ β

excitatǎ.

Elementele de matrice ale Hamiltonianului asociat ecuaţiei diferenţiale (4) ı̂n baza funcţiilor

(16) sunt date de:

Hnm =

(
αn

yW

)2

δnm +
2
∑3

i=1 vi (yW )2i I
(ν,i)
nm

q2Jν+1(αn)Jν+1(αm)
, (19)

unde v1 = 1, v2 = µ şi v3 = ν. Pentru determinarea integralelor

I(ν,i)nm =

∫ 1

0
x2i+1Jν(αnx)Jν(αmx)dx, x = β/βW , (20)

s-au folosit relaţii de recurenţǎ corespunzǎtoare ce optimizeazǎ semnificativ calculul numeric al

acestora. Energiile pentru anumite valori ale parametrilor µ şi ν şi un moment cinetic L fixat

obţinute din procedura de diagonalizare sunt indexate de k şi corespund la stǎri de moment cinetic

L ce fac parte din diferite benzi β vibraţionale. Astfel cea mai joasǎ stare constituie un nivel

din banda fundamentalǎ, urmǎtoarea stare aparţine primei benzi β excitate şi aşa mai departe.

Procedura de diagonalizare deasemenea oferǎ şi componetele vectorilor proprii corespunzǎtori

fiecǎrei stǎri ce definesc de fapt coeficienţii dezvoltǎrii (18).

Impunând restricţii suplimentare pentru potenţialul sextic corespunzǎtoare unor cerinţe feno-

menologice necesare, atât potenţialul cât şi ı̂ntregul formalism al modelului se poate restrânge la

dependenţa de un singur parametru liber. În una din lucrǎrile raportate, potenţialul sextic a fost

constrâns sǎ aibǎ douǎ minime degenerate. În acest caz, s-a determinat relaţia necesarǎ ce trebuie

ı̂ndeplinitǎ ı̂ntre parametrii iniţiali µ şi ν, din care s-a extras un nou parametru care defineşte

comportarea completǎ a unui astfel de sistem. Era de aşteptat ca pentru un astfel de potenţial,

densitatea de probabilitate

ρLnβ
(β) =

∣∣ΨLnβ
(β)

∣∣2 β4 (21)

pentru starea fundamentalǎ sǎ fie ı̂mpǎrţitǎ ı̂ntre cele douǎ minime cu câte un maxim ı̂n fiecare.
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Contrar aşteptǎrilor, rezultatele au arǎtat doar indicii ale unei fragmentǎri ale densitǎţi de prob-

abilitate β ı̂n starea fundamentalǎ fǎrǎ maxime multiple. Indicaţii mai puternice ale prezenţei a

douǎ minime degenerate ı̂n potenţial au fost identificate ı̂nsǎ ı̂n comportarea densitǎţii de prob-

abilitate a primii stǎri β excitate. Motivul pentru aceastǎ inhibare a signaturilor de coexistenţǎ a

formelor asociate celor douǎ minime constǎ ı̂n faptul cǎ mai existǎ o contribuţie centrifugalǎ la

potenţial ce vine de la termenul multidimensional al energiei cinetice din Hamiltonianul Bohr.

Aceasta are efectul de ridicare şi deplasare a minimului sferic, astfel ı̂ncât importanţa acestuia

este substanţial diminuatǎ. Acest lucru poate fi observat atunci când funcţia de undǎ totalǎ este

schimbatǎ cu ψ(β) = Ψ(β)/β2. Ecuaţia diferenţialǎ (4) pentru noua funcţie se prezintǎ atunci sub

forma unei ecuaţii Schrödinger unidimensionale:[
− ∂2

∂β2
+ veff (β)

]
ψ(β) = ϵβψ(β), (22)

al cǎrei potenţial efectiv este exprimat ca

vLeff (β) =
L(L+ 1) + 6

3β2
+ β2 + µβ4 + νβ6. (23)

Dupǎ cum se poate vedea, chiar şi pentru stǎrile cuL = 0 (inclusiv starea fundamentalǎ), contribuţia

centrifugalǎ adiţionalǎ ce a fost menţionatǎ mai sus nu dispare şi ı̂şi pǎstreazǎ efectul de ridicare

şi mutare a minimului sferic din potenţialul sextic original. În consecinţǎ, chiar dacǎ potenţialul

sextic original are douǎ minime degenerate ca energie, cel sferic poate complet dispǎrea din

potenţialul efectiv chiar şi al stǎrii fundamentale pentru anumite valori ale parametrilor µ şi ν,

unde doar unul din ei este independent. Aceastǎ problemǎ a fost discutatǎ ı̂n cea de a doua lucrare

publicatǎ raportatǎ pentru aceastǎ etapǎ. În lucrarea menţionatǎ s-a optat pentru un potenţial

sextic constrâns astfel ı̂ncât potenţialul efectiv pentru L = 0 sǎ prezinte douǎ minime degenerate.

Chiar dacǎ prezenţa unei noi condiţii pentru potenţialul sextic original, reduce problema la un sin-

gur parametru independent, o relaţie analiticǎ ı̂ntre cei doi parametri nu exsitǎ. Folosind totuşi o

corespondenţǎ numericǎ ı̂ntre cei doi parametri s-au realizat calcule pentru câteva astfel de cazuri.

Efectul barierei asupra nivelelor energetice şi a densitǎţilor de probabilitate corespunzǎtoare stǎrii

fundamentale şi primei stǎri β excitate a fost studiat cu ajutorul figurii 1.

Restricţia de a avea minime degenerate pentru potenţialul efectiv face ca bariera separatoare

sǎ-şi varieze ı̂n acelaşi timp atât ı̂nǎlţimea cât şi grosimea. Am observat astfel cǎ pentru bariere

foarte mari, stǎrile benzii fundamentale sunt complet separate de cele din banda β excitatǎ. Într-

adevǎr, distribuţia de probabilitate pentru stǎrile L = 0 din cele douǎ benzi au ambele un singur

vârf localizat ı̂n una din gropile potenţialului efectiv. Micşorând treptat ı̂nǎlţimea şi grosimea

barierei, devine posibilǎ tunelarea dintre cele douǎ gropi de potenţial, astfel ı̂ncât densitatea de

probabilitate a stǎrii fundamentale ı̂ncepe sǎ se ”scurgǎ” şi ı̂n minimul mai puţin deformat. La un

moment dat, aceasta capǎtǎ o formǎ cu douǎ vârfuri, ceea ce este exact comportarea de coexistenţǎ
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Figure 1: Potenţialul efectiv (linie solidǎ) şi cel original (linie ı̂ntreruptǎ) precum şi distribuţia

densitǎţii de probabilitate corespunzǎtoare stǎrii fundamentale şi primei stǎri β excitate, sunt

reprezentate ca funcţie de variabila de deformare β. Primele douǎ nivele energetice din fiecare

bandǎ sunt deasemenea vizualizate ı̂n aceleaşi unitǎţi absolute ca şi potenţialele.

a formelor nucleare ı̂n starea fundamentalǎ. Dacǎ bariera separatoare este micşoratǎ şi mai mult,

cele douǎ vârfuri din distribuţia de probabilitate a stǎrii fundamentale se vor contopi ı̂ntr-unul

singur dar extins peste cele douǎ minime ale potenţialului efectiv. Acesta din urmǎ este un exem-

plu de fluctuaţie a formei nucleare asociate unor nuclee critice pentru tranziţia de fazǎ cuanticǎ

dintre formele nucleare deformate şi cele sferice. Astfel, cazurile considerate ı̂n figura 1, reprezintǎ

o evoluţie fenomenologicǎ a comportǎrii unui sitem ce prezintǎ douǎ configuraţii de deformare

distincte reprezentate de cele douǎ minime ale potenţialului efectiv. Pǎstrând ordinea din figura

1, avem cazul unor forme coexistente complet separate fǎrǎ interacţie, apoi avem o coexistenţǎ

de forme cu interacţie puternicǎ, şi ı̂n sfârşit avem o trecere treptatǎ cǎtre o fluctuaţie a formei

nucleare extinsǎ peste ambele minime cu ignorarea completǎ a barierei separatoare.

Ca exemplu al coexistenţei de forme cu interacţie puternicǎ, a fost gǎsit nucleul 76Kr. Fitarea

spectrului sǎu energetic cu ajutorul modelului propus a oferit parametrii µ = −0.07314 şi ν =

1.5062 ·10−3 ce definesc un potenţial efectiv cu douǎ minime aproape degenerate, şi cu o stare fun-

damentalǎ a cǎrei densitate de probabilitate prezintǎ clar douǎ vârfuri. Un acord surprinzǎtor de

bun a fost obţinut pentru probabilitǎţile de tranziţieE2 ce leagǎ stǎri din diferite benzi vibraţionale.

La fel de bine este reprodusǎ şi puterea tranziţiei monopolare E0 ce leagǎ stǎrile L = 0 din banda

fundamentalǎ şi banda β excitatǎ. Acest lucru atestǎ corectitudinea modelului ı̂n ceea ce priveşte

interacţia puternicǎ dintre minimile potenţialului atunci când se aşteaptǎ o fragmentare a stǎrii

fundamentale.

În concluzie, a fost construitǎ o metodǎ de diagonalizare eficientǎ a Hamiltonianului Bohr cu

potenţiale ce posedǎ douǎ minime. Implicaţiile celor douǎ minime ı̂n fenomenologia mişcǎrii nu-
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cleare colective a fost studiatǎ ı̂n detaliu cu validarea acestora cu exemple ale realizǎrii acestora

ı̂n nuclee reale. Rezultatul principal este totuşi obţinerea pentru prima datǎ a unei stǎri funda-

mentale ce are distribuţia de probabilitate de localizare a deformǎrii ı̂mpǎrţitǎ ı̂n douǎ vârfuri

corespunzǎtoare la douǎ deformǎri diferite simultan [1].

Formalismul a fost aplicat pentru fitarea energiilor acestor benzi observate ı̂n nucleele 72,74,76Se

[5], ce sunt cunoscute pentru comportarea lor ce sugereazǎ o coexistenţǎ a formelor. Calitatea

fiturilor este datǎ de valorile foarte mici ale abaterii standard dar este evidentǎ şi din acordul

general dintre spectrele teoretice şi experimentale ce sunt comparate ı̂n Fig.2. Acest aspect susţine

alegearea modelului pentru descrierea acestor nuclee, care pe deasupra este capabil sǎ descrie şi

starea excitatǎ 0+ foarte joasǎ ı̂n energie. Este de asemenea de notat faptul cǎ calculele teoretice

reproduc foarte fidel anomalia de moment cinetic mic observatǎ ı̂n 72Se, ce se referǎ la faptul cǎ

energia de excitaţie a stǎrii 2+g este considerabil mai micǎ decât diferenţa de energieE(4+g )−E(2+g ),

dupǎ care diferenţele energetice dintre nivele succesive creşte monoton odatǎ cu spinul.

Primele indicii referitoare la efectele de coexistenţǎ şi amestec al formelor sunt extrase chiar din

forma rezultatǎ a potenţialelor cu douǎ minime vizualizatǎ pentru fiecare nucleu ı̂n Fig.3. O opinie

mai informatǎ este obţinutǎ din investigarea potenţialelor efective dependente de stare datoritǎ

contribuţiei centrifugale incluse dar şi din distribuţia probabilitǎţii de deformare asociatǎ acestor

stǎri. Toate aceste mǎrimi pot fi accesate din Fig.2. O astfel de analizǎ a arǎtat cǎ potenţialele

efective ı̂şi menţin structura cu douǎ gropi doar pânǎ la momentul cinetic L = 4 ı̂n benzile cu

K = 0. Totodatǎ, din aceiaşi Fig.2, se pot observa instanţe cu amestec de forme doar pentru

primele douǎ stǎri ale benzii fundamentale. Vizualizarea distribuţiei de probabilitate a deformǎrii

pentru aceste stǎri a scos la ivealǎ o tranziţie dinamicǎ referitoare la forma nucleelor studiate

ce are loc de la deformǎri mici ale stǎrii fundamentale la stǎri excitate cu deformare mare. De

asemenea, aceastǎ tranziţie se ı̂ntı̂mplǎ cu un grad mare de amestec al formelor ce culmineazǎ cu

o comportare de tipul unei fluctuaţii a formei nucleare pentru nucleul 76Se.

Parametrii fitaţi ai potenţialului pentru variabila β sunt de asemenea validaţi prin verificarea

acordului dintre stǎrile γ prezise teoretic şi cele accesibile experimental. Se constatǎ ca ı̂n general

acordul cu experimentul pentru stǎrile benzii γ este comparabil cu cel pentru stǎrile K = 0, chiar

dacǎ acestea din urmǎ nu au fost incluse ı̂n fitare. În mod similar, tranziţiile cvadrupolare cal-

culate oferǎ un acord rezonabil cu datele experimentale. O reproducere foarte bunǎ a tranziţiilor

mǎsurate este raportatǎ pentru nucleul 76Se. În ceea ce priveşte observabilele ρ2(E0) şi X(0/2)

asociate tranziţiei monopolare, calculele teoretice din nou sunt apropiate valorilor experimentale.

Succesul major al acestei descrieri constǎ ı̂n reproducerea corectǎ a tranziţiilor considerabil mǎrite

(E0 şiE2) dintre stǎrile benzii β excitate şi stǎrile din banda fundamentalǎ. Acest rezultat nu poate

fi obţinut cu soluţiile obişnuite ale modelului Bohr, care inhibǎ puternic exact aceste tranziţii.

Reproducerea teoreticǎ a unor signaturi spectrale cum ar fi energia joasǎ a primelor stǎri din
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Figure 2: În primul rând sunt comparate rezultatele teoretice cu datele experimentale pentru energiile din

banda fundamentalǎ şi prima bandǎ β excitatǎ, precum şi tranziţiile E2 asociate pentru nucleele 72,74,76Se.

Energiile sunt date ı̂n MeV, iar tranziţiile electromagnetice ı̂n unitǎţi Weisskopf. Rândurile urmǎtoare

prezintǎ pentru fiecare nucleu potenţialele efective relativ la nivelele energetice calculate, distribuţiile de

probabilitate a deformǎrii pentru stǎrile L = 0, 2, 4 din banda fundamentalǎ şi respectiv pentru stǎrile β

excitate cu L = 0 şi L = 2.
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Figure 3: Potenţialul ı̂n β folosit ı̂n calculele pentru nucleele 72,74,76Se.

banda β şi banda γ sau tranziţiile interbandǎ monopolare şi cvadrupolare mǎrite, demonstreazǎ

capacitatea descrierii fenomenologice a coexistenţei formelor şi a evoluţiei acesteia de-a lungul

unei tranziţii de fazǎ. Ingredientul esenţial al unei astfel de abordǎri este folosirea unui potenţial

cu douǎ gropi, dar şi reprimarea contribuţiei centrifugale trebuie luatǎ ı̂n considerare.

Proprietǎţile ecuaţiei Schrödinger pentru un potenţial cu douǎ minime degenerate au fost

deasemenea folosite şi pentru descrierea simetriei chirale realizate ı̂n nuclee impar-impare. Hamil-

tonianul colectiv ı̂n acest caz este construit printr-o procedurǎ semiclasicǎ şi este asoaciat unui

spaţiu unidimensional asociat la o variabilǎ chiralǎ. Eforturile analitice cât şi numerice ı̂n aceastǎ

direcţie s-au materializat printr-o altǎ lucrare [2].

Un program similar a fost realizat şi pentru cazul γ-instabil [6], unde am considerat stǎrile

modelului E(5) ca bazǎ pentru diagonalizarea Hamiltonianului Bohr:

H = − ~2

2B

[
1

β4
∂

∂β
β4

∂

∂β
− Λ̂2

β2

]
+ V (β, γ), (24)

unde

Λ̂2 = − 1

sin 3γ

∂

∂γ
sin 3γ

∂

∂γ
+

3∑
k=1

L̂2
k

4 sin2 (γ − 2πk/3)
, (25)

este operatorul Casimir SO(5). Ecuaţia de vectori şi valori proprii pentru acest operator este datǎ

de:

Λ̂2YταLM (γ,Ω) = τ(τ + 3)YταLM (γ,Ω), (26)

unde YταLM (γ,Ω) sunt funcţii armonice sferice de tip SO(5), având ca indici numǎrul de seniori-

tate τ , momentul cinetic total intrinsec L, respectiv proiecţia sa M pe axa 3 ı̂n sistemul de referinţǎ

al laboratorului, dar şi un indice adiţional α care distinge ı̂ntre stǎri degenerate ı̂n raport cu τ şi L.

Prin Ω s-au notat cele trei unghiuri Euler θ1, θ2 şi θ3 ce descriu rotaţia sistemului. Pentru cazul ı̂n
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care nucleul ı̂n starea sa fundamentalǎ are o deformare γ-instabilǎ, potenţialul Hamiltonianului

(24) este independent de variabila γ şi drept urmare se poate face o separare exactǎ a variabilei β

de celelalte variabile γ şi Ω:[
− d2

dβ2
+
τ(τ + 3) + 2

β2
+ u(β)

]
Rξ,τ (β) = εRξ,τ (β), (27)

unde u(β) = 2B
~2 V (β) şi ε = 2B

~2 E, iar ξ este un numǎr cuantic asociat vibraţiei de tip β. În studiul

prezent, pentru Ec.(27), am considerat un potenţial sextic de forma:

u(β) = β2 − aβ4 + bβ6, (28)

care prezintǎ simultan un minim sferic şi unul deformat atunci când sunt ı̂ndeplinite condiţiile

b > 0 şi a2 > 3b. Pentru un astfel de potenţial, ca bazǎ de diagonalizare sunt alese soluţiile

modelului E(5) corespunzǎtoare unui potenţial de tip groapǎ dreptunghiularǎ infinitǎ:

R̃τn(β) =

√
2β−

3
2Jν(z

ν
nβ/βW )

βWJν+1(zνn)
, ν = τ +

3

2
, (29)

unde Jν sunt funcţii Bessel de speţa I-a ı̂mpreunǎ cu zerourile asociate zνn, βW reprezintǎ distanţa

la care este poziţionat peretele potenţialului groapa dreptunghiularǎ infinitǎ, iar nmax este dimen-

siunea bazei. Astfel, pentru funcţiile ı̂n variabila β avem urmatoarea expresie

Rξτ (β) =

nMax∑
n=1

Aξ
nR̃τn(β), (30)

ai cǎror coeficienţi Aξ
n sunt determinaţi din diagonalizarea matricii Hamiltonianului,

Hnm =

(
zνn
βW

)2

δnm +
2
∑3

i=1 qiβ
2i
W I

(νν,2i)
nm

Jν+1(zνn)Jν+1(zνm)
, q1 = 1, q2 = −a, q3 = b, (31)

unde

I(νµ,k)nm =

∫ 1

0
xk+1Jν(z

ν
nx)Jµ(z

µ
mx)dx, x = β/βW . (32)

Având funcţiile de undǎ determinate, se pot calcula mai departe densitatea probabilitǎţii de dis-

tribuţie a deformǎrii ρξτ (β) = [Rξτ (β)]
2β4, probabilitatea de tranziţie monopolarǎ ρ2i,f (E0) ∼

⟨Rξiτi |β2|Rξf τf ⟩, respectiv probabilitatea de tranziţie cvadrupolarǎ B(E2) folosind operatorul de

tranziţie:

T (E2)
µ = tβ

[
D2

µ,0(Ω) cos γ +
sin γ√

2

(
D2

µ,2(Ω) +D2
µ,−2(Ω)

)]
, (33)

unde t este un parametru de scalare, iar Dµ(Ω) sunt matrici Wigner. Astfel, ı̂n Fig. 4 sunt prezen-

tate densitatea probabilitǎţii de distributie a deformǎrii (β2) pentru starea fundamentalǎ (b) şi

prima stare excitatǎ 0+ (c), respectiv potenţialul efectiv

ueff (β) =
τ(τ + 3) + 2

β2
+ β2 − aβ4 + bβ6 (34)
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pentru τ = 0 corespunzǎtor acestor stǎri (a). În aceastǎ figurǎ, potenţialul efectiv pentru τ = 0

este constrâns sǎ aibǎ cele douǎ minime degenerate, ceea ce rezultǎ ı̂ntr-o nouǎ condiţie impusǎ

parametrilor a şi b şi drept urmare, conduce la o relaţie de dependenţǎ ı̂ntre aceşti parametri

a = f(b). În aceste condiţii, ı̂n Fig. 4(a), potenţialul evolueazǎ de la o barierǎ ı̂naltǎ şi ı̂ngustǎ

cǎtre o barierǎ joasǎ şi de lǎrgime mare ı̂n raport cu creşterea lui a. În ceea ce priveşte densitatea

distribuţiei de probabilitate a deformǎrii, observǎm cǎ pentru valori mici ale lui a, când bariera

este foarte ı̂naltǎ, deformarea pentru starea fundamentalǎ şi prima stare excitatǎ 0+ este restrânsǎ

ı̂n jurul minimului cu deformare mai mare, respectiv, celui cu deformare mai micǎ. Mai mult,

datoritǎ ı̂nǎlţimii foarte mari a barierei, aceste stǎri, cât şi stǎrile excitate joase de deasupra lor, nu

interacţioneazǎ ı̂ntre ele, iar vibraţia β ı̂ntâlnitǎ de obicei la banda corespunzǎtoare primei stǎri

excitate 0+ este aproape inexistentǎ. Aceastǎ situaţie, corespunde foarte bine definiţiei general

acceptate ı̂n domeniu pentru fenomenul de coexistenţǎ a formelor. În schimb, crescând valoarea

lui a, cele douǎ benzi ı̂ncep sǎ interacţioneze datoritǎ efectului de tunelare a barierei şi sǎ avem

douǎ vârfuri pentru densitatea probabilitǎţii de distribuţie a deformǎrii pentru cele douǎ stǎri

0+. Apariţia celui de-al doilea vârf pentru prima stare 0+ excitatǎ este pus pe seama faptului

cǎ funcţia de undǎ asociatǎ are un nod caracteristic vibraţiei β, care acum se poate manifesta

datoritǎ barierei mai joase. În schimb, pentru starea fundamentalǎ pentru care nu avem niciun

nod, explicaţia este cǎ avem o coexistenţǎ a formelor ı̂n aceeaşi stare sau o coexistenţǎ cu amestec al

formelor, dupǎ cum mai este cunoscutǎ ı̂n domeniu. În cele din urmǎ, când bariera este sub nivelul

energetic al stǎrii fundamentale, avem un singur vârf aplatizat pentru starea fundamentalǎ, ı̂n

timp ce caracterul de capǎt de bandǎ β este redobândit de prima stare 0+ excitatǎ. Aceastǎ situaţie

corespunde fluctuaţiei de forme ı̂ntâlnitǎ ı̂n punctul critic al tranziţiei de fazǎ de la o formǎ sfericǎ

la una deformatǎ. În cadrul aceluiaşi studiu, spectrul energetic, precum şi probabilitaţi de tranziţie

electromagneticǎ, sunt calculate de asemenea ı̂n acord cu relaţia a = f(b), remarcând cǎ modelul

prezent poate sǎ descrie o tranziţie de la O(6) la E(5) − β6 ı̂n raport cu aceste mǎrimi. Aceastǎ

tranziţie este foarte bruscǎ şi se petrece ı̂n apropierea lui a ≈ 0.05. De asemenea, elementul de

matrice monopolar are un maxim ı̂n acest punct critic de tranziţie a ≈ 0.05, fiind ı̂n acord cu

amestecul mare dintre cele douǎ deformǎri. În toatǎ aceastǎ analizǎ, baza de diagonalizare a fost

trunchiatǎ la nMax = 30, ceea ce asigurǎ o convergenţǎ a energiilor de ordinul 10−7.

Aceastǎ analizǎ a arǎtat faptul cǎ gradul de coexistenţǎ a formelor este determinat de tunelarea

permisǎ prin bariera separatoare şi poate fi estimatǎ mai precis cu ajutorul unor observabile rele-

vante asociate tranziţiilor electromagnetice. Acestea din urmǎ au comportǎri specifice şi uşor de

identificat ı̂n zona punctelor critice ale unei tranziţii de fazǎ. Se constatǎ cǎ efectul este dependent

de stare, astfel ı̂ncât se pot obţine stǎri distincte ı̂n acelaşi nucleu cu proprietǎţi de deformare ra-

dical diferite ce sunt conectate printr-o tranziţie de fazǎ dinamicǎ ı̂n forma nuclearǎ de tip Jacobi.

În concluzie, folosind un potenţial colectiv cu douǎ minime ı̂ntr-un Hamiltonian Bohr feno-
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Figure 4: Evoluţia dependenţei de β, a potenţialului efectiv pentru τ = 0 cu minime degenerate (a), pre-

cum şi a densitǎtii de probabilitate de deformare correspunzǎtoare stǎrii fundamentale (b) şi primei stǎri

0+ excitate, ca funcţie de parametrul a corelat cu celǎlat parametru b prin condiţia de minime degenera-

te. Pentru o vizualizare mai bunǎ, dependenţa de β este scalatǎ la poziţia vârfului barierei separatoare a

potenţialului efectiv ı̂n fievare valoare a lui a.
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Figure 5: Spectrul complet de energie joasǎ oferit de mǎsurǎtori experimentale şi de modelul prezent

pentru 96,98,100Mo. Stǎrile sunt indexate de (L, τ, ξ). Doar nivelele de culoare neagrǎ au fost incluse ı̂n

procedura de fitare.

menologic, a fost posibilǎ modelarea diverselor aspecte legate de deformare cum ar fi amestecul

de forme, coexistenţa de forme, fluctuaţia formei nucleare, tranziţii de fazǎ ı̂ntre stǎri excitate sau

generate de rotaţie. Aceste efecte sunt regǎsite ı̂n dinamica complexǎ a mai multor nuclee, inclusiv

cele prezentate ı̂n continuare.
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Formalismului prezentat pentru cazul γ-instabil a fost aplicat cu succes pentru descrierea spec-

trelor de energie joasǎ la trei nuclee de Mo, suspectate de coexistenţǎ de forme. Cele trei nuclee

sunt 96,98,100Mo. Degenerarea dupǎ moment cinetic dotoratǎ simetriei SO(5) este ruptǎ ı̂ntr-o

manierǎ ce sugereazǎ o γ-instabilitate aproximativǎ cu o creştere monotonicǎ ı̂n energie a stǎrilor

cu moment cinetic mai mare. Pentru a avea ı̂nsǎ o reproducere cât mai fidelǎ a datelor experimen-

tale, Hamiltonianul model (24) este modificat prin adǎugarea termenului L̂2 ce conservǎ simetria

Hamiltonianului iniţial dar totodatǎ despicǎ multipletul energetic pentru o valoare datǎ a lui τ .

Acest lucru este posibil deoarece, pe lângǎ Λ2, armonicile sferice SO(5) sunt stǎri proprii şi pentru

L̂2 şi L̂3. Termenul aditional L̂2 poate fi introdus şi prin redefinirea momentelor de inerţie. Astfel,

energiile finale au fost calculate cu formula

Etot
Lτξ(a, b, c) =

~2

2B

[
Ediag

τξ (a, b) + cL(L+ 1)
]
, (35)

undeEdiag
τξ (a, b) este energia obţinutǎ din diagonalizare. Ghidaţi de distribuirea teoreticǎ a stǎrilor

pentru ξ = 0 cu τ = 0, 1, 2, 3 şi ξ = 1 cu τ = 0, 1, au fost mai ı̂ntâi identificate corespondentele

lor experimentale ce au fost ulterior fitate cu formulele teoretice pentru a obţine cei trei parametri

liberi a, b şi c ce produc cea mai micǎ abatere standard dintre teorie şi experiment. Astfel, pen-

tru 96Mo au fost considerate 8 stari, iar pentru 98Mo şi 100Mo 9 stǎri. Fitarea a fost limitatǎ doar

la aceste stǎri, deoarece doar acestea pot fi repartizate fǎrǎ dubii datelor teoretice ale modelului

bazându-se pe alocarea experimentalǎ pe benzi, tranziţii puternice ı̂n cascadǎ ce sunt consistente

cu secvenţe rotataţionale, precum şi ţinând cont de regulile de selecţie teoretice. Energiile calcu-

late sunt considerate ı̂n raport cu starea fundamentalǎ asociatǎ energiei zero. De asemenea, ı̂n

fituri, energiile de excitaţie experimentale şi teoretice sunt normate la energia de excitaţie a primei

stǎri 2+. În acest fel este eliminatǎ dependenţa de scalǎ a modelului. Valorile absolute ale energi-

ilor sunt recuperate prin multiplicarea rezultatelor scalate cu cantitatea ~2/(2B), care reproduce

valoarea experimentalǎ a stǎrii 2+1 . În calculele teoretice am considerat doar o singurǎ cuantǎ de

excitaţie β, care dupǎ cum se poate vedea din Fig.2 acoperǎ ı̂n mare parte tot spectrul energetic de

energie joasǎ şi paritate pozitivǎ al nucleelor considerate. Din aceiaşi figurǎ se poate estima şi acor-

dul rezulatelor teoretice cu experimentul. De exemplu, raportul R4/2 dintre energiile de excitaţie

ale primelor stǎri 2+ şi 4+ este foarte bine reprodus pentru toate nucleele. În schimb poziţia

primei stǎri excitate 0+ este puţin supraestimatǎ pentru toate nucleele cu aproximativ acelaşi pro-

centaj. Parametrii fitaţi intervin ı̂n funcţiile de undǎ ce sunt folosite pentru calculul tranziţiilor

electromagnetice monopolare şi cvadrupolare. Penru valori absolute ale acestor observabile este

nevoie de fixarea unui alt parametru de scalǎ βM ce face legǎtura ı̂ntre variabila de deformare β şi

obişnuita mǎsurǎ a deformǎrii cvadrupolare nucleare. Deci βM este fixat astfel ı̂ncât sǎ reproducǎ

probabilitatea de tranziţie experimentalǎ B(E2; 4+1 → 2+1 ).

Dupǎ cum se poate vedea, fiturile asupra energiilor sunt foarte bune, având ı̂n vedere com-
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Figure 6: Potenţialul efectiv, precum şi densitatea de probabilitate de deformare corespunzǎtoare stǎrilor

benzii fundamentale cu τ = 0, 1, 2, 3 şi stǎrilor β excitate cu τ = 0, 1 sunt vizualizate ca funcţie de defor-

marea cvadrupolarǎ β2 = ββM pentru nucleele 96,98,100Mo. Nivelele energetice sunt notate cu linie plinǎ

pentru stǎrile cu ξ = 0, şi cu linie ı̂ntreruptǎ pentru ξ = 1

plexitatea spectrelor fitate. Mai mult de atât, rezultatele fitǎrilor oferǎ şi un acord rezonabil cu

datele experimentale pentru proprietǎţile electromagnetice prezise teoretic. Potenţialele efective

obţinute cu parametrii fitaţi prezintǎ profile cu douǎ minime şi sugereazǎ o evoluţie dinamicǎ ı̂n

cadrul celor trei izotopi. De exemplu, Fig.6 aratǎ cǎ ı̂nǎlţimea barierei separatoare, precum şi ener-

gia relativǎ dintre adâncimile celor douǎ minime coexistente, descresc pentru nucleele mai grele.

De asemenea este de menţionat faptul cǎ valorile de limitǎ βW ale formalismului folosit sunt cu

mult mai mari decât poziţia peretelui exterior al potenţialului sextic fitat. Acest fapt ne asigurǎ de

corectitudinea comportǎrii funcţiei de undǎ la valori mari ale variabilei β.

Toate nucleele trec printr-o tranziţie de fazǎ a formelor de tip Jacobi, ce are loc de la deformare

micǎ a stǎrilor joase, la deformare mare pentru stǎrile mai ı̂nalte. Tranziţia propriu-zisǎ are loc ı̂n

apropierea unei stǎri critice al cǎrei numǎr cuantic rotaţional scade pe mǎsurǎ ce nucleul devine

mai greu. Mai mult de atât, aceastǎ tranziţie de fazǎ dinamicǎ de tip Jacobi se schimbǎ de la a fi
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de ordinul unu cu un potenţial critic cu douǎ gropi ı̂n 96Mo, la a fi de ordinul doi cu un potenţial

critic aproximativ plat ı̂n 100Mo. Aceastǎ observaţie este susţinutǎ de distribuţia de probabilitate

β calculatǎ pentru stǎrile critice şi vizualizatǎ ı̂n Fig.6. Într-adevǎr, pentru nucleul 96Mo, starea

criticǎ prezintǎ evident o coexistenţǎ de forme cu amestec, ce este reflectatǎ printr-un profil cu

douǎ vârfuri al distribuţiei de probabilitate de deformare. În acelaşi timp, stǎrile critice ale nucle-

elor 98Mo şi 100Mo, au o distribuţie a deformǎrii extinsǎ, fapt consistent cu un potenţial plat. O

astfel de tranziţie, de la deformarea micǎ la o formǎ nuclearǎ puternic deformatǎ a fost observatǎ

de fapt ı̂n mai multe nuclee din regiunea A ∼ 100.

În concluzie, analiza evoluţiei proprietǎţilor spectrale ale unui potenţial sextic γ-instabil cu

douǎ minime degenerate pentru starea fundamentalǎ, a dus la stabilirea unor signaturi unice

pentru nuclee cu astfel de comportare. Acest fapt a fost folosit pentru identificarea unor tranziţi

de fazǎ cu amestec al formelor ı̂n câteva secvenţe de nuclee par-pare.

2. Pentru al doilea obiectiv am construit o versiune exact separabilǎ şi solubilǎ analitic a

Hamiltonianului Bohr, care este potrivitǎ pentru descrierea nucleelor tranziţionale [4]. De data

aceasta s-a considerat un potenţial redus de tipul celui din Ec.(2), ce faciliteazǎ o separare exactǎ a

variabilei β de cele γ-unghiulare. Aproximând termenul rotaţional al Hamiltonianului Bohr con-

form condiţiilor pentru un nucleu prolate conform Ec.(3), şi mediind ecuaţia totalǎ pe funcţiile

rotaţionale, se ajunge la urmǎtoarele ecuaţii pentru variabilele β şi γ:[
− 1

β4
∂

∂β
β4

∂

∂β
+
W

β2
+ u(β)

]
f(β) = ϵf(β), (36)[

− 1

sin 3γ

∂

∂γ
sin 3γ

∂

∂γ
+

K2

4 sin2 γ
+
L(L+ 1)−K2

3
+ u(γ)

]
η(γ) =Wη(γ). (37)

Pentru ecuaţia variabilei γ, am considerat un potenţial standard

v(γ) = b+ v0(γ) = b+ 2c2(1− cos 3γ), (38)

modificat ı̂nsǎ de contribuţia datǎ de b care are rolul de a corecta energia de zero a excitaţiilor

variabilei γ. Aceastǎ renormare a potenţialului γ contribuie direct cu un termen centrifugal b/β2 la

ecuaţia pentru variabila β. Pentru a avea o contribuţie centrifugalǎ totalǎ repulsivǎ pentru ecuaţia

variabilei β, contribuţia negativǎ a termenului b/β2 pentru b < 0 trebuie compensatǎ de valoarea

proprie pozitivǎ a ecuaţiei γ pentru potenţialul (38) necorectat v0(γ). Aplicând o aproximaţie de

ordin unu tuturor funcţiilor trigonometrice din ecuaţia (37) şi din expresia lui v0(γ) ı̂n jurul valorii

γ = 0, se obţine urmǎtoarea ecuaţie diferenţialǎ[
−1

γ

∂

∂γ
γ
∂

∂γ
+

(
K

2

)2 1

γ2
+ (3c)2γ2

]
η(γ) = ϵγη(γ), (39)

unde

ϵγ =W − L(L+ 1)−K2

3
− b, (40)

15



şi care seamǎnǎ cu o ecuaţie radialǎ pentru un oscilator armonic cuantic bidimensional. Energia

este atunci ϵγKnγ
= 6c(nγ + 1) cu nγ = 0, 1, 2, ... care este dat de nγ = 2n + |K|

2 astfel ı̂ncât pentru

K = par, n = 0, 1, 2.... Astfel, constanta de cuplaj este definitǎ ı̂n felul urmǎtor:

W =
L(L+ 1)−K2

3
+ 6c(nγ + 1) + b. (41)

Contribuţia centrifugalǎ la ecuaţia variabilei β, provenitǎ din excitaţiile variabilei γ, va fi atunci

6c(nγ + 1) + b, care este repulsivǎ pentru toate stǎrile dacǎ b > −6c.

În ceea ce priveşte ecuaţia pentru variabila β, am considerat pentru aceasta conform obiectivu-

lui etapei, un potenţial de tip oscilator armonic cu o constantǎ de cuplaj dependentǎ de energie

v(β, ϵ) = k(ϵ)β2. Din considerente analitice cât şi fizice, dependenţa de energie este fixatǎ sǎ fie

liniarǎ k(ϵ) = 1 + aϵ. Ecuaţia (36) pentru un astfel de potenţial este rezolvatǎ la fel ca ı̂n cazul

obişnuit al unui potenţial constant de tip Davidson. Soluţiile corespunzǎtoare pentru valoarea

proprie conduc ı̂nsǎ la o ecuaţie pǎtraticǎ

ϵ =
√
1 + aϵ

(
2nβ + p+

5

2

)
, (42)

din care se extrage energia sistemului nelocal (potenţial dependent de energie). Soluţia pozitivǎ a

ecuaţiei de mai sus este

ϵLKnβnγ =

(
2nβ + p+

5

2

)a
2

(
2nβ + p+

5

2

)
+

√
1 +

a2

4

(
2nβ + p+

5

2

)2
 , (43)

unde

p =

√
9

4
+
L(L+ 1)−K2

3
+ b+ 6c(nγ + 1)− 3

2
. (44)

Astfel, starea fundamentalǎ este caracterizatǎ de K,nβ, nγ = 0, stǎrile benzii β vor fi diferenţiate

de nβ = 1, ı̂n timp ce banda γ este definitǎ de K = 2 şi nγ = 1.

Modelul construit a fost aplicat pentru descrierea excitaţiilor colective ı̂n nuclee situate ı̂n mi-

jlocul sau apropierea unei tranziţii de fazǎ cuantice dintre forme predominant sferice şi forme

puternic deformate. Deci, pentru aplicaţii numerice au fost alese nucleele 102Zr, 106Mo, 146,148Ce,
148,150Nd, 152,154Sm, 154,156Gd and 156,158Dy. Acestea includ bine cunoscuţii izotoni critici N = 90

cu câte un vecin mai greu (deformat) sau mai uşor (mai puţin deformat), dar şi nuclee din zona

N = 60 considerate ca terminale pentru tranziţii de fazǎ similare care sunt foarte aproape de

pǎtura protonicǎ ı̂nchisǎ la Z = 50. Energiile experimentale pentru aceste nuclee, corespunzǎtoare

benzilor fundamentale, β şi γ, au fost fitate cu formula pentru energie (43) considerând a, b şi c ca

parametri liberi. Se observǎ ca energiile pentru benzile cu K = 0 depind doar de a şi o cantitate

constantǎ ce include ceilalţi doi parametri. Calitatea foarte bunǎ a fiturilor a fost folositǎ pentru

clarificarea apartenenţei unor stǎri la benzile vibraţionale precum şi pentru generarea de predicţii
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referitoare la stǎrile mai ı̂nalte. Parametrii obţinuţi prin fitarea nivelelor energetice au valori de-

osebite ı̂n cazul nucleelor critice. Am constatat astfel cǎ nucleele critice au o dependenţǎ mult mai

puternicǎ a potenţialului de energie, ceea ce face ca stǎrile excitate sǎ corespundǎ unor fluctuaţii

mai rigide a suprafeţei nucleare. O altǎ signaturǎ a caracterului critic ce reese din rezultatele

numerice ale modelului propus se referǎ la diferenţa foarte mare dintre deformarea din starea

fundamentalǎ şi cea din banda γ. Acest aspect poate fi interpretat ca o coexistenţǎ a douǎ forme

cu secvenţe rotaţionale distincte construite pe acestea. Testarea supremǎ a modelul a constat ı̂n

compararea tranziţiilor electromagnetice experimentale cu cele calculate cu ajutorul formalismul

teoretic folosind parametrii fixaţi din fitul energiilor. Acordul bun cu experimentul obţinut la

comparaţia spectrelor energetice este pǎstrat şi ı̂n acest caz.

Rezultatul teoretic principal a fost eliminarea unor probleme ale abordǎrilor anterioare, cum

ar fi posibilitatea descrierii nucleelor critice cu un potenţial exact separabil nefiind astfel necesarǎ

separarea adiabaticǎ dintre fluctuaţiile β şi γ. Din punctul de vedere al descrierii sistemelor nu-

cleare, modelul oferǎ o ı̂mbunǎtǎţire majorǎ ı̂n ceea ce priveşte reproducerea stǎrilor din banda

β. Acest lucru se datoreazǎ folosirii teorii potenţialelor dependente de energie la fluctuaţiile vari-

abilei β. Nu ı̂n ultimul rând trebuie menţionat şi acordul fǎrǎ precedent al rezultatelor teoretice

cu cele experimentale obţinute pentru numeroase stǎri aparţinând la trei benzi diferite.

O versiune mai sofisticatǎ a modelului Bohr cu un potenţial dependent de energie a fost real-

izat ı̂n felul urmǎtor (lucrare ı̂n curs de evaluare): Punctul de plecare este evident Hamiltonianul

Bohr. Considerând acum un potenţial redus de forma Ec.(2), se poate realiza o separare exactǎ a

Hamiltonianului Bohr, folosind o funcţie totalǎ factorizatǎ Ψ(β, γ,Ω) = R(β)Φ(γ,Ω). Rezultatul

constǎ ı̂n douǎ ecuaţii diferenţiale, una pentru pentru variabila β, şi alta pentru cele γ-unghiulare.

Potenţialul w(γ) este ales sǎ fie de forma:

w(γ) = c1(1− cos 3γ)− c2(1− cos2 3γ), (45)

unde c1 şi c2 sunt parametri liberi. Minimul acestui potenţial poate fi axial sau triaxial, fapt ce ı̂l

face potrivit pentru investigarea tranziţiei de fazǎ dintre aceste douǎ cazuri.

Soluţia ecuaţiei γ-unghiulare este derminatǎ prin diagonalizare ı̂n baza armonicilor sferice

SO(5) |ταLM⟩ = YταLM (γ,Ω) indexate de momentul cinetic L, proiecţia sa pe axa 3 a sistemului

de referinţǎ intrinsec, numǎrul de senioritate τ , şi ordinul α ce distinge compunerea aceluiaşi

moment cinetic L. Funcţia totalǎ este o dezvoltare trunchiatǎ ı̂n aceastǎ bazǎ

Φκ
LM (γ,Ω) =

∑
τ,α

Gκ
ταLYταLM (γ,Ω), (46)

definitǎ de amplitudinile de dezvoltare Gκ
ταL, şi unde κ este numǎrul de completitudine al solu-

ţiilor diagonalizǎrii. Operatorul cinetic Λ̂2 este diagonal ı̂n baza aleasǎ, iar elementele de matrice

ale potenţialuluiw(γ) pot fi exprimate prin formule analitice compacte. În final, valoarea proprie a
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ecuaţiei γ-unghiulare WLκ va fi indexatǎ doar de momentul cinetic şi numǎrul de completitudine

κ. Pentru convergenţa rezultatelor de diagonalizare, baza a fost trunchiatǎ la τ = 30, ceea ce este

mai mult decât suficient.

Potenţialul pentru variabila β este ales sǎ fie de tip Kratzer, al cǎrui termen hiperbolic are o

constantǎ de cuplaj ce depinde liniar de energia totalǎ a sistemului:

v(β) =
a1
β2

− 1 + a2ϵ

β
. (47)

Ecuaţia diferenţialǎ asociatǎ variabilei β este rezolvatǎ prin transformarea sa la o ecuaţie dife-

renţialǎ Whittaker. Soluţia celei din urmǎ, care este regulatǎ atât ı̂n origine cât şi la infinit, poate

fi exprimatǎ cu ajutorul polinoamelor Laguerre asociate dacǎ este ı̂ndeplinitǎ o anumitǎ condiţie

ce face legǎtura ı̂ntre parametrii ecuaţiei. Aceastǎ condiţie conduce la o ecuaţie pǎtraticǎ pentru

determinarea energiei ϵ. Soluţia fizicǎ a acestei ecuaţii este

ϵnLκ =
1

a22

2(n+
5

2
+ pLκ

)√(
n+

5

2
+ pLκ

)2

+ a2 − 2

(
n+

5

2
+ pLκ

)2

− a2

 , (48)

iar funcţia de undǎ corespunzǎtoare acestei energii este

RnLκ(β) = NnLκβ
pLκe−ηnLκβL2pLκ+3

n (2ηnLκβ). (49)

Notaţiile folosite mai sus, au urmǎtoarele expresii

ηnLκ =
1 + a2ϵnLκ

2
(
n+ 5

2 + pLκ
) , (50)

pLκ =

√
9

4
+WLκ + a1 −

3

2
. (51)

Numǎrul ı̂ntreg n joacǎ aici rolul numǎrului cuantic al excitaţiei asociate variabilei β.

Factorul de normare al funcţiei de undǎ este determinat din condiţia:∫ ∞

0
[RnLκ(β)]

2 β4
(
1 +

a2
β

)
dβ, (52)

unde mǎsura de integrare modificatǎ

dβ →
(
1− ∂v(β)

∂ϵ

)
dβ, (53)

vine din dependenţa de energie a potenţialului. Corecţia are rolul de conserva ı̂n timp distribuţia

de probabilitate. Fǎcând uz de proprietǎţile polinoamelor Laguerre asociate, constanta de normare

capǎtǎ o formǎ analiticǎ simplǎ:

NnLκ =

√
ηnLκn!

Γ(n+ 2pLκ + 4) (a2ηnLκ + n+ pLκ + 2)
(2ηnLκ)

pLκ+2 . (54)
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Figure 7: Potenţialele totale U din ec.(24) ale nucleelor 118−128Xe, pentru starea fundamentalǎ,

vizualizate ca funcţie de deformarea cvadrupolarǎ scalatǎ la variabila β şi mǎsura deformǎrii tri-

axiale γ. Pentru fiecare nucleu sunt date coordonatele minimului, iar pasul liniilor de contur este

dat de ∆E.

Proprietǎţile dinamice ale nucleelor considerate ı̂n acest studiu, sunt mai uşor de evidenţiat

folosind un potenţial efectiv

Veff =
~2

2B

(
2 +WLκ + a1

β2
− 1 + a2ϵnLκ

β

)
, (55)

ce include contribuţia centrifugalǎ. Acesta este obţinut din ecuaţia (36), prin schimbarea de funcţie

R(β) = f(β)/β2.

Modelul a fost aplicat pentru descrierea spectrelor de energie şi a tranziţiilor electromagnetice

cvadrupolare pentru nucleele 118−128Xe. S-a obţinut un acord foarte bun cu datele experimen-

tale. Parametrii modelului obţinuţi din fitarea datelor experimentale sunt folosoţi pentru a extrage

informaţii referitoare la proprietǎţile dinamice ale nucleelor considerate. Unul dintre rezultatele

principale este identificarea unei tranziţii de la forme axiale la cele triaxiale, al cǎrui punct critic

este ı̂n apropierea nucleului 120Xe. Dupǎ cum se poate vedea din Fig.1, tranziţia are loc foarte

brusc, astfel ı̂ncât triaxialitatea maximǎ de γ = 30◦ este atinsǎ imdeiat şi menţinutǎ pânǎ la ul-

timul nucleu considerat 128Xe. În ceea ce priveşte dependenţa de energie, aceasta creşte pânǎ la

acelaşi nucleu critic 120Xe, dupǎ care descreşte mai lent, ajungând sǎ fie neglijabilǎ pentru ultimul
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Figure 8: Variaţia potenţialelor efective pentru nucleele 118,122−128Xe ı̂ntre starea fundamentalǎ şi

prima stare β excitatǎ. Starea fundamentalǎ este curba de deasupra.

nucleu 128Xe. Acest lucru poate fi vazut ı̂n Fig.2, unde este vizualizatǎ variaţia potenţialului efec-

tiv (55) determinat pentru fiecare nucleu, ı̂ntre starea fundamentalǎ şi prima stare 0+ excitatǎ. În

aceastǎ figurǎ lipseşte rezultatul pentru nucleul critic, a cǎrei dependenţǎ de energie este aproape

asimptoticǎ şi nu poate fi reprezentat ı̂n aceeşi scarǎ de unitǎţi. Acest lucru este evident şi din

distanţa liniilor de energie constantǎ a potenţialului total prezentat pentru acest nucleu ı̂n Fig.1.

Un efect al dependenţei de energie a potenţialului, este micşorarea deformǎrii medii din starea

β excitatǎ. Pentru o dependenţǎ de energie puternicǎ, cum se ı̂ntâmplǎ ı̂n cazul nucleului 120Xe,

deformarea medie din starea excitatǎ devine chiar mai micǎ decât cea din starea fundamentalǎ.

Caracterul critic al nucleului 120Xe este ı̂n conformitate cu faptul cǎ acesta se aflǎ exact ı̂ntre douǎ

pǎturi neutronice majore ı̂nchise, 52 şi 80. În aceste circumstanţe, potenţialul sǎu cu cea mai mare

adâncime corespunde unor fluctuaţii mari ale suprafeţei nucleare, iar dependenţa sa puternicǎ de

energie este explicatǎ de spaţiul maxim al neutronilor de valenţǎ ce permite schimbǎri microscop-

ice substanţiale ı̂ntre stǎrile colective.

O concluzie importantǎ a acestui obiectiv constǎ ı̂n faptul cǎ pe lângǎ ı̂mbunǎtǎţirea de-

scrierii stǎrilor β excitate, dependenţa de energie a potenţialului colectiv este sensibil mai mare

ı̂n nucleele critice asociate tranziţiilor de fazǎ ı̂ntre forme nucleare sferice şi cele deformate.
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Toate obiectivele au fost ı̂ndeplinite complet conform planului de realizare

Pentru ı̂ndeplinirea obiectivelor proiectului au fost realizate integral toate activitǎţile necesare:

1. Documentarea referitor la starea curentǎ a subiectului.

2. Identificarea aspectelor cheie ce trebuiesc urmate şi a rezultatelor originale ce ar trebui obţinute.

3. Delegarea sarcinilor fiecǎrui membru şi stabilirea lanţului de colaborare.

4. Confruntarea aportului fiecǎrui membru la formalismul analitic.

5. Scrierea de noi programe de calcul.

6. Crearea de teste pentru rezultatele numerice şi efectuarea calculelor.

7. Colectarea datelor experimentale recente şi confruntarea acestora cu predicţiile teoretice.

8. Editarea lucrǎrilor ştiinţifice.

9. Diseminarea rezultatelor prin participarea la manifestǎri ştiinţifice
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